DM 8 A rendre pour le 12/03

Exercice 1 Deux espaces vectoriels

1. On considere u = (1,2,1),v = (1,—1,0) € R* et on pose V = {(x,y,z) € R*| —x—y+3z=0}.
(a) Montrer que V est un sous-espace vectoriel de R3.
(b) Montrer que u,v € V puis que V = Vect(u,v).

(c) On pose, pour a € R, w, = (a,a+ 1,a+2). Montrer que w, est combinaison linéaire de u et v si et
seulement si a = —5.

(d) La famille (u,v,w,) est-elle libre ou liée ?

(e) Montrer que que R? = Vect(u, v, w,) si et seulement si a # —5.

2. On pose E I’ensemble des fonction définies sur R, i valeurs réelles et de classe %> sur R. On pose

V={yeE =y}

(a) Justifier que E est un espace vectoriel et que V est un sous-espace vectoriel de E.
(b) Montrer que ch,sh € V. En déduire une relation entre Vect(ch,sh) et V.
(c) Montrer que la famille (ch,sh) est libre dans E.

(d) On considere f : x> e et g: x> e *. En résolvant I’équation différentielle y” — y = 0, montrer que
V = Vect(f,g).

(e) Montrer que (f,g) est une famille libre de E puis déterminer la dimension de V.
(f) Conclure que V = Vect(ch,sh).

Exercice 2 Une application linéaire

Soit E = R3. Soit Z = (e}, e2,e3) la base canonique de R3.
Soit f € Z(E) telle que :

f(el) = (2a1>1)af(e2) = (1727_1)af(63) = (13_1>2)'

1. Soit (x,y,z) € E. Déterminer f(x,y,z).

2. Montrer qu’il existe A € R tel que :
fof=Af.

3. Déterminer une base de ker f et une base de Imf.

4. Montrer que :
kerf&Imf =FE.

5. Soit p la projection sur Imf parallelement a ker f. Montrer que :

f=Ap.




